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Resumen

Un problema que se presenta a menudo en Bases de datos es €l estudio de los rangos y las
consultas por rangos, denominado Busguedas por Rangos. Este problema tratado desde una perspectiva
geométrica nos permite disefiar y analizar los agoritmos y estructuras de datos utilizadas con
herramientas propias de la Geometria Computacional.

En este trabajo presentamos una introduccion a la tematica, relacionandola especificamente a
otralinea de investigacion vigente de la Geometria: Separabilidad geométrica.

El objetivo de esta propuesta es mostrar un trabajo de investigacion, en el que damos el
estado del arte del tema expuesto, presentando los aspectos tedricos y practicos relevantes para las
busquedas por rangos y separabilidad de objetos geométricos. Realizamos una vinculacién entre ambas,
proponiendo nuevas formas de busguedas en el espacio, como temas de investigacion y desarrollo.
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1. Introduccién

La Geometria Computacional es una disciplina que brinda un marco tedrico y formal para €l disefio de
estructuras y andlisis de algoritmos requeridos para dar soluciones a problemas que surgen en las mas diversas
areas de la Informatica. En ocasiones, descubrir que los datos de un problema verifican propiedades geométricas
sirve para poder aplicar técnicas especiales, que permiten describir soluciones 6ptimas. La Geometria se interesa
por demostrar la existencia de la solucion de un problema y por encontrar los algoritmos y estructuras de datos
eficientes, medidos respecto de su complejidad temporal y espacial respectivamente [AHU74]. Por tanto, esta
disciplina forma parte de lateoria del disefio y andlisis de algoritmos y estructuras de datos [Abe00], [BKOS97],
[BY98], [GO97], [SUOQ], [Toud5], [Tou92].

Nuestraintroduccion al estudio de la disciplina se basa en la relacion existente con las bases de datos: un
problema que se presenta a menudo es €l estudio de los rangos y |as consultas por rangos, denominado Blsgueda
por Rangos. Esta temética vista desde una perspectiva geométrica, nos permite disefiar y analizar los algoritmos
y estructuras de datos utilizadas con instrumentos propios de la Geometria Computacional [AE98], [Agad7],
[AM94], [BF79], [Mat94 ].

Una linea de investigacion vigente y con resultados recientes en Geometria, es la Separabilidad de
objetos geométricos [Seal2], [Meg79]. Los criterios de separabilidad tienen aplicaciones interesantes, como por
gjemplo el andlisis de imagenes, clasificacion de datos, etc. Siempre que sea necesario discriminar objetos en un
espacio de trabgjo, por algun atributo del mismo, los criterios de separabilidad juegan un papel importante.

Nuestra propuesta consiste en vincular las Blsguedas por rangos con la Separabilidad geométrica, por
medio de cufias, bandas y combinaciones de ellas.

En este sentido, las regiones se determinan en base a atributos propios de |os objetos geométricos y de su
ubicacién en el espacio. Buscamos generar subregiones del espacio que se distingan por las propias
caracteristicas de sus individuos. Las consultas, basicamente, se reducen a casos particulares de las busguedas
por rangos.

En el presente trabajo, primeramente, introducimos las Blsquedas por rangos, luego las nociones de
Separabilidad y la vinculacion propuesta entre ambas teméticas. Por Ultimo, brindamos nuestras conclusiones y
perspectivas de trabajos futuros.

2. Busquedas por Rangos

La Bulsqueda por rangos es uno de los problemas centrales en Geometria Computacional, no sélo por la
variedad de aplicaciones que posee sino porque, ademés, una gran cantidad de problemas geométricos pueden
resolverse observandolos como problemas relacionados a las blsquedas por rango.

Un Espacio de Rangos esun sistema Q = (U F ) donde U es un conjunto de objetos geométricosy F es

una familia de subconjuntos de U. Los elementos de F son llamados Rangos de Q. El sistema Q es [lamado
Espacio de Rango Finito si el conjunto U esfinito.

Algunos gjemplos de espacios de rangos generales son:
Q; = (R { W hesun semiespacioenR'}), Q, = (R’, { W/ hesunabolaenR'})

Un problema de busgueda por rangos puede expresarse del siguiente modo: Dados un espacio de
rangosQ = (U  F ) S un subconjunto de objetosde U y R unrango de F, consultar los objetos geométricos

gue estdn en SN R. En este caso, a R selo llamarango de consulta (query range).

Para resolver este problema de busqueda por rangos se desea disefiar un algoritmo eficiente que resuelva
tal interseccion. Si ocurre que se dan los conjuntos Sy R y la consulta se readliza una Unica vez o
circunstancialmente, entonces € cédlculo de la interseccion se soluciona simplemente por medio de un algoritmo
gue revise para cada objeto de S s pertenece 0 no a R. Pero e problema real para el cual tiene sentido este
estudio, es que €l conjunto de objetos geométricos S, se da previamente y posteriormente se realizan repetidas
consultas por lainterseccion, variando € rango R. Es en estos casos donde tiene sentido disefiar una estructura de
datos apropiada paraamacenar € conjunto S, de formatal que frente a cada consulta por rango R, ésta pueda ser
respondida eficientemente.

La Busgueda por rangos, esencialmente, consiste en buscar |os objetos geométricos que contiene una
determinada region (rango) del espacio de objetos geométricos. Entonces, observando la figura o forma de las
regiones correspondientes a los rangos de consultas, podemos hacer una clasificacion en cuatro tipos de



blsgueda por rangos: Busqueda por Rangos Ortogonales (BRO), Busgueda por Rangos SemiAlgebraicos
(BRSa), Busqueda por Rangos SemiEspaciales (BRSp) y Blsqueda por Rangos Simpliciales (BRXX).

En cuanto alas consultas, dado un rango de consulta puede interesarnos efectuar alguna de las siguientes
clases sobre é: Consultas de Recuento (range counting), Consultas de Reporte (range reporting), Consultas
Booleanas (range emptiness) y Consultas Extremales.

Para unificar los diferentes tipos de consultas, un problema de este tipo puede modelizarse del siguiente
modo: Sea el espacio de rangos Q = (U,F), sea ScU ysea (D, +) un semigrupo. Para cada objeto pe S le
asignamos una valoracion [lamada peso del objeto, mediante una funcion w: S— D . Entonces, de acuerdo ala
clasificacion vista anteriormente tenemos:

Range counting: ! W(p) yw(p) =1, paratodo p pertenecientea S. Por gemplo, (D, +) es(Z,+).

peSNR
Range reporting: {p/pe S"R}, w(p) ={p}, paratodo p pertenecientea S. Por gemplo, (D, +) es (2°, U).

Range emptiness. 0 s SNR=¢; 1 en otro caso; w(p) = 1, paratodo p perteneciente a S. Por gemplo, (D, +) es
(0,1}, v)

Extremales: Min{ w(p) / pe S7R}, 0, Max { w(p) / pe S R}; w(p) = valor de |la primera coordenada para
todo p perteneciente a S. Por g emplo, supongamos que (D, +) es (R, Min), o andlogamente, (D, +) es (R,Max).

Asumimos que |as operaciones de semigrupo pueden ser gjecutadas en tiempo constante. Como es tipico
en Geometria Computacional, usamos €l modelo de computacion Real RAM  (Real Random Access Machine)
donde los datos de entrada contienen nimeros reales arbitrarios y cada operacion aritmética con nimeros reales
tiene costo unitario. Asumimos también que las raices de los polinomios de un grado fijo, pueden ser calculados
en tiempo constante.

La mayoria de las estructuras de datos para blsgquedas o consultas por rango, son construidas en forma
recursiva, dividiendo el espacio de objetos geométricos en varias regiones, con propiedades geométricas
deseabl es sobre ellas. Estas estructuras de datos son referidas como esquemas de descomposicion jerarquicos. El
primer paso para la creacién de la estructura de datos para S, es la construccién de una familia de subconjuntos
canénicos de S. En la mayoria de los casos, esta familia no es mas que una particion de S en subconjuntos
diguntos, tal que la unién de todos ellos es S. El arbol es consultado en forma top down, puede ser una busqueda
en profundidad (depth first search) o cualquier otra comenzando desde laraiz. Los andlisis de las complejidades
tanto en tiempo de construccién de la estructura de datos, en espacio que ocupay en tiempos de respuestas de las
consultas, dependen de la dimension del espacio, de la cardinalidad de S, de la estrategia de particionamiento de
Sy del tamafio de la respuesta de |a consulta.

Seglin mencionamos antes, la figura o forma del rango, determina el tipo de busqueda por rangos. Dado
un espacio derangos Q = (U F ) , lafamilia F puede estar formada por 10s siguientes rangos:

Busguedas por rangos Ortogonales

Los rangos son d-rectangulos, cada uno delaforma I1,_, ,[a,,b, ] cona, b € R®, con lados paralelos alos

gjes de coordenadas del espacio subyacente. Esta es una abstraccion del problema de busqueda por mdltiples
claves, que a causa de sus numerosas aplicaciones, sobre todo en Bases de Datos, ha sido estudiado por muchos
investigadores, alo largo de las tres Ultimas décadas, buscando bajar las cotas en el tiempo de respuestay en €
espacio requerido. Por €elo, se pueden halar numerosos informes, monografias, tesis doctorales, libros,
articulos, etc. que serefieren a tema[Ben75], [Ben79], [Ben80], [BF79], [Cha90a], [Cha90b], [Giin88], [Mel84]
[Sam90a], [Sam90b], [ Sam90c].

Busgueda por rangos SemiAlgebraicos

Los rangos estén definidos por conjuntos semialgebraicos [AE98], [AM94], [YDEP89], [YY85], [Y83].
Por ejemplo, e conjunto de todas las bolas cerradas de R?, o e conjunto de todos los paraboloides en R®. Para

formalizar, consideremos una familia de subconjuntos de R definida por T = {l“f () ae R”}. Los rangos son
I, (a)=1{xe R*/ f (x,a)> 0}® donde f es un polinomio de grado acotado en (d+p)-variables X, %,,...,X;,a,.-,a, ,
gue define el tipo de rango considerado (disco, cilindro, cono, bola, €tc.); y a es una p-tupla que describe un

3 Estos son |os conjuntos semialgebraicos.



rango especifico de un tipo dado (por gemplo, un disco determinado). Este problema esta relacionado a diversos
tépicos de investigacion como el problema del vecino mas cercano o el problema de los k vecinos mas cercano.
Chazelle y Welz [CW89] dieron una solucion con espacio lineal para un problema de blsgueda por rango

circular en el plano. El tiempo de respuesta es O(ﬁ log® n)y la estructura ocupa O(nlog n)espacio. Y todos los
puntos contenidos en el disco de consulta pueden ser reportados en O(Iogn+ k) tiempo. Una forma de

solucionar las blsquedas por rango de I, consiste en efectuar una transformacion directa a blsquedas por rangos
semiespaciales en un espacio de dimension superior a corriente. Es lo que se denomina linealizacién del
problema.

Busguedas por rangos SemiEspaciales

Los rangos conforman e conjunto de todos los semiespacios cerrados de RY. Asi, en d=2 tenemos
semiplanos. Las principales ideas se deben a Willard [Wil82], [WL85] sobre blsquedas por rangos con
semiplanos, las que se han generalizado para busguedas por rangos semiespaciales. Se considera una nube de

puntos S en el plano de cardinalidad n = 4% , y se construye € arbol en formarecursiva de la siguiente manera:

Para k=0, el arbol es un Unico nodo que almacena las coordenadas de un Unico punto de S, Ilamémosle p;. Para
k>0, utilizando €l Teorema del Ham-Sandwich [Meg79], [Ede87], encontramos dos rectas |, y |, que se cortan,
tal que en cada uno de los cuadrante Q;, 1< i <4, determinado por | y |5, hay exactamente n/4 puntos. La raiz
almacena las ecuacionesde |, y I, y € valor de n. Para cada cuadrante construimos recursivamente un arbol de

particion para SN Q;y se coloca como €l i-ésimo subérbol hijo de la raiz. En cada cuadrante, repetimos €l
procedimiento hasta agotar |a nube de puntos.

Una consulta de recuento puede responderse como sigue: SeaH un semiplano de consulta. Recorremos el
arbol T, comenzando desde la raiz y manteniendo la cuenta global. En cada nodo v se almacena n,, que es la
cantidad de puntos en su subarbol. El algoritmo detecta si la recta h, que determina el semiplano H, interseca el
cuadrante Q, asociado con v; entonces recursivamente visitamos cada hijo de v. Si QNH=¢, N0 hacemos

nada. En otro caso agregamos n, a la cuenta global. Los cuadrantes estan determinados por dos rectas, como
mencionamos antes, asi que h interseca alo sumo tres, quedando siempre uno excluido totalmente, por lo que €
procedimiento de blsqueda trata a lo sumo tres subarboles. El tiempo de consulta de este procedimiento es

O(n‘°943): O(n'm). Una consulta de reporte agrega un poco mas por el hecho de informar los k elementos que
satisficieron la consulta: O(n'792 + k). Esta estructura ocupa O(n) espacio.

Mejores construcciones se han hallado, incluso para dimensiones superiores. Todos los algoritmos de la
literatura se basan en € teorema del Ham-Sandwich, consecuencia del teorema de Borsuk-Ulam, quienes
utilizan siempre algun esquema de particién para lograr particionar €l espacio respecto de un conjunto de puntos
en varias regiones acotadas por hiperplanos. Una propiedad que se destaca es que para cualquier hiperplano de
consulta, las regiones intersecadas contienen una cantidad reducida de los puntos del conjunto total. Teniendo
un esquema de particion, es posible construir un arbol de particion en forma estandar [EW86], [Wel88], [DE84],
[Mat94], [Mat90a], [Y DEP89] .

Busquedas por rangos Simpliciales

Las consultas en este contexto son consultas en poligonos; es decir, los rangos son poligonos. Todo
poligono puede descomponerse en piezas mas pequefias, realizando una triangulacién del mismo. De esta forma,
la consulta en € poligono se transforma en consultas sobre triangulos de la triangulacion. El resultado de la
consulta es la union de las respuestas de cada tridngulo. Este concepto puede extenderse al espacio d-
dimensional, donde tenemos simplices. Un simplice es €l cierre convexo de d+1 puntos independientes [HW87],
[Mat90q], [Mat91], [Mat92a] ,[Mat92c], [Sar98], [Wel88], [Wil82].

Dado que el tamarfio y el tiempo de consulta de cualquier estructura de datos tiene al menos complejidad
lineal y logaritmica respectivamente, consideremos estos extremos. i) ¢Cuan rapido puede ser contestada una
consulta de rango simplicial usando estructura de datos de tamafio lineal? ii) ¢Qué espacio se requiere para una
estructura de datos que conteste una consulta en tiempo logaritmico?. La combinacion de estos dos extremos nos
lleva a una competencia espacio-tiempo. Nosotros dividiremos nuestra exposicion en dos partes. Primero
consideraremos algoritmos que utilizan espacio lineal (o cas lineal); y luego, los algoritmos cuyo tiempo de
respuesta a las consultas es logaritmico.

Algoritmos que utilizan espacio lineal (o casi lineal):



La mayoria de las estructuras de datos de tamafio orden lineal para BRSx, se basan en los Arboles de
Particion (Partition Trees). Dados n puntos en el plano, dividimos el plano en varias regiones, de modo que
todas | as regiones contengan una cantidad semejante de puntos y que cualquier recta dada corte una o varias de
las regiones. La eficiencia del arbol de particion se determinapor el esquema de particién utilizado [Wil82].

Supongamos que dado S, un conjunto de puntos en el plano, gqueremos informar cudles son los puntos de
S que estédn contenidos en un cierto tridngulo, el cua representa un rango de consulta. Una bulsqueda en
tridngulos se reduce a tres blsquedas en semiplanos; por lo tanto, €l problema se reduce a tratar consultas por
semiplanos.

En principio, generamos una particion smplicial de S; esto es un conjunto I1 = {(S, A,)...., (S, A, )}. Las
siguientes propiedades se mantienen: § esunaclasey A; esunsimplice, S ¢S, ScA, SNS, =¢ paa
i # ] . El nmero de corte (crossing number) de una recta | con respecto a IT es el ndmero de triangulos de TT

cortados por |I. El nimero de corte de IT es el méximo ndimero de cortes sobre todas las posibles rectas I. La
particion simplicial esfinasi [S|<2n/r, paracadal<i<r .

La estructura de datos que usamos es un arbol de particién. Laraiz tiene r hijos, siendo cada uno la raiz
de un arbol de particion definido recursivamente para cada una de las clases de la particion simplicial fina. La
estructura basica eslasiguiente: Si S contiene un Unico punto p, €l arbol de particion consiste de una hoja donde
p es almacenado explicitamente. En otro caso, la estructura es un &bol T con r hijos. Cada hijo de la raiz
corresponde a uno de los tridangulos de la particion de S. El triangulo de la particién correspondiente a un hijo v
es denotado t(v) o A, eventualmente. La correspondiente clase S, se Ilama clase canonica de v, denotada S(v). El
hijo v es la raiz de arbol de particién T, definido recursivamente sobre e conjunto S(v). Con cada hijo v,
almacenamos € tridngulo t(v) (o A,), con informacién acerca del subconjunto §v), tal como su cardinalidad u
otro dato de interés.

Dado S, un conjunto de puntos en el plano, d=2, para cualquier € > 0, existe una estructura de datos para
S, llamada érbol de particién que utiliza O(n) espacio de almacenamiento, tal que los puntos de S contenidos en

un tridngulo de consulta pueden ser contados en O(n%”")tiempo. Los puntos pueden ser reportados en O(k)
tiempo adicional, donde k es el nimero de puntos informados. La estructura puede ser construida en O(n“‘ )

Una consulta por un semiplano en un arbol de particion de una particion simplicial se resuelve en la
forma corriente. Para resolver consultas por rango triangular, tenemos que un tridngulo de la particién es cortado
por larecta borde del rango de consulta. Solamente hay tres rectas, por 10 que cada una de estas rectas cortaalo

sumo cyr triangulos. Entonces, € rango de consultas cruza a lo sumo 3 tridngulos. Por lo tanto, sélo
hemos cambiado de ¢ a 3c, permaneciendo €l tiempo de consulta cercano a visto, aunque que asintéticamente
permanece en el mismo orden.

Algoritmos con tiempo de respuesta logaritmico

Podemos mejorar los tiempos de consulta cambiando de O(\/ﬁ )a O(I og n) . La idea subyacente es la
misma que en los arboles de particion con particiones simpliciaes diguntas, sdlo que nos trasladamos al espacio
dual. Comencemos con algunas consideraciones. Sea L ={l,1,,...,1.} un conjunto de rectas obtenidos después de
dualizar una nube de puntos, las cuales seran preprocesadas para consultas por rango triangular.

Definimos un cutting como un conjunto de simplices, posiblemente ilimitados, con interiores disjuntos,
que cubren el R%. SeaH un conjunto de n hiperplanos de Ry r un pardmetro, 1< r < n, un (1/r)-cutting es para
H es un cutting con la propiedad de que ningln simplice de la particién es cortado por mas de n/r hiperplanos de
H. El tamafio del cutting C(L) esta definido por la cantidad de simplices que posee.

Lanocion de cutting es basica para muchos al goritmos geométricos, puesto que un problema relacionado
aun conjunto H de hiperplanos, se puede partir en subproblemas definidos por los simplices de un (1/r)-cutting,
donde cada simplice trata alrededor de n/r hiperplanos [Cla87], [CSW90Q], [CSW92], [CW89], [HW8T7], [BF79]
[Mat90a], [Mat91], [Mat92c], [Sar98] ,[Wel88], [Wil82]. Es importante destacar que se busca, por 1o general,
cuttings cuyo nimero de simplices sea el menor posible [AHWW87].

Nuestra estructura de datos almacenard cada tridngulo de la particién junto con la informacién acerca de
cuantas rectas pasan por encima (por debgjo) de él. Para cada triangulo definimos recursivamente la misma



estructura sobre el conjunto de rectas que lo intersecan. Para ello, oportunamente consideraremos los niveles de
un arreglo.

El enunciado dual de la busgueda por rango triangular se plantea del siguiente modo: dado un conjunto L
de rectas en el plano y tres puntos g, 0, ¥ gz de consulta rotulados como “superior” o “inferior”, se requiere
contar el nimero de rectas de L contenidas en los lados especificados de los tres puntos de consulta (en el plano
dual). Este problema puede ser resuelto con un éarbol de cortes de tres niveles

Estos ultimos tres tipos de busqueda son los que han recibido mas atencidn recientemente, puesto que
ademés de sus aplicaciones directas, han brindado soluciones a problemas subyacentes en problemas
geométricos de mayor jerarquia. Aungue las complejidades son mayores que las de BRO ocurre que €llas han
brindado soluciones a problemas, no resueltos por las BRO.

3. Separabilidad geométrica

Los trabajos de separabilidad estén orientados a dos 0 més conjuntos disuntos de objetos geométricos,
basicamente para puntos, bajo diversos criterios de separabilidad (bandas, cufias, sectores, etc.). Los principales
resultados se deben a Seara [Sea02], y los resultados de su tesis doctoral fueron publicados previamente
[AHMS01] [DHMS01] [HNRS01] [AHMS00] [HMRS99] [HNRS98], por mencionar sdlo algunas referencias.
Estos criterios de separabilidad tienen aplicaciones interesantes, como por gemplo € andlisis de imagenes,
clasificacion de datos, etc. Siempre que sea necesario discriminar objetos en un espacio de trabajo, por algin
atributo del mismo, los criterios de separabilidad juegan un papel importante.

Se dan dos conjuntos disuntos P y Q de objetos en el plano, clasificados como dos clases de objetos:
rojosy azules, respectivamente. Eventual mente, los objetos pueden ser: puntos, segmentos, poligonos o circulos.
En el caso de los poligonos, ny m representan el nimero total de segmentos de los poligonos de Py de Q. En
otro caso, n y m representan la cardinalidad de P y Q, respectivamente. En cualquiera de los casos, N es €
maximo deny m.

Dada una familia C de curvas en el plano, decimos que los conjuntos P y Q son C-separables si existe
una curva C e C, llamada separador, ta que cada componente conectada de R* -C, contiene solamente
objetos, o bien de P, o bien de Q.

En este contexto, donde hay dos clases de objetos, los rojos y los azules, se plantean dos tipos de
problemas:

i) Problemas de Decisién o Existencia: Dada la nube de puntos P Q, de puntos rojos 'y azules en €l plano,

se cuestiona la existencia de un separador de los puntos rojos de los azules. Por giemplo ¢existe una cufia que
separa los puntos rojos de los azules? En caso afirmativo, hallar los vértices de todas | as cufias separadoras.

ii) Problemas de Optimizacion: Asociado a la separabilidad por cufias y bandas consisten en hallar la cufia
separadora de minimo (maximo) angulo y la banda de minimo (maximo) ancho que separan los puntos rojos de
los azules.

Describimos brevemente a continuacion diferentes clases de separabilidad, dando las cotas de
complgjidad de los algoritmos correspondientes. No presentamos ninguna descripcion de su funcionamiento,
dado que no es el punto central, s6lo nosinteresa saber que existen. Para estudiar €l tema en detalle, ver [Seal2)].

Atendiendo alafamilia C, se tienen diferentes tipos de separabilidad:

S C es la familia de rectas en € plano, tenemos la separabilidad lineal. Dos conjuntos P y Q son
linealmente separables si y s6l0 Si Sus cierres convexos no se intersecan.

Dos conjuntos disuntos P y Q de objetos en €l plano son separables por una cufia si existe una cufia que
contiene solamente todos los objetos de uno de los conjuntos. Aqui se estudia € problema de decidir la
separabilidad por cufias cal culando la ubicacion de los posibles apices (vértices) de cufias; como una extension al
problema, se estudia hallar la cufia de angulo minimo (méaximo).

Dos conjuntos disjuntos P y Q de objetos en el plano son separables por banda s existe una banda,
determinada por dos rectas paral€elas, que contiene solamente todos |os objetos de uno de los conjuntos. Aqui se
estudia el problema de decidir la separabilidad por bandas calculando € conjunto de interval os de pendientes de
bandas separadoras; como una extension al problema, se estudia hallar labanda minima (maxima).



Separabilidad lineal Separabilidad por Cufia Separabilidad por Banda

La separabilidad de conjuntos de objetos geométricos esta demostrada para separar dos conjuntos de
puntos, segmentos, poligonos o circulos en el plano con cufias y bandas, pudiendo encontrarse cufias de maximo
(minimo) éngulo y bandas de méximo (minimo) ancho. Los algoritmos para resolver |os problemas de decisién y
optimizacion propuestos anteriormente se gjecutan en O(N IogN) tiempo; salvo en €l caso de la separacion

lineal, que toma O(N ) tiempo.

Los estudios sobre separabilidad en el plano han avanzado sobre separaciones con varias bandas, cufias y
sectores. Asi tenemos separabilidad por dos bandas, que en caso de existir €l par de bandas, se puede estudiar €l
problema de optimizacién de halar las dos bandas de ancho minimo (maximo). Este problema puede ser

resuelto en O(n3 log n) tiempo. En e mismo tiempo se puede decidir s las bandas son de minima (maxima)

anchura. En cambio, si se proporciona la pendiente de una de las bandas, €l tiempo se reduce a O(nzlog n),

pudiendo hallarse las dos bandas de minima (méxima) anchura en el mismo tiempo. Aun mejor s las dos
pendientes son conocidas, puesto que se reduce a O(n) tiempo. Como resultado, tenemos que dados dos
conjuntos disjuntos P y Q de puntos en €l plano, el minimo niimero de bandas paralelas (rectas) que los separan

y los correspondientes interval os de pendientes, puede ser determinado en O(n2 log n) tiempo.

También, tenemos separabilidad por dos cufias, que en caso de existir € par de cufias, podemos tener
cufias disuntos o no; podemos determinarla en O(nslog n) tiempo; pero, en caso de que las cufias sean

diguntas, podemos decidir la separabilidad en O(n3 log n) tiempo.

Hay maés variantes, como separabilidad por sectores, s todas las cufias separadoras tienen el mismo
apice. Esta clase de separacién es siempre posible. Si damos un punto p, entonces en O(nlog n) tiempo podemos

determinar la cantidad de rayos que emanan desde p, separando |os conjuntos en sectores monocroméaticos. En
este caso es interesante minimizar la cantidad de rayos que emanan de un apice; es decir, es interesante encontrar
la region de los centros de estrellas de rayos, tal que se obtenga la cantidad minima de rayos necesarios para
separar |os puntos rojos y azules. Como resultado, dados dos conjuntos disuntos P y Q de puntos en el plano, €l
conjunto de minima cardinalidad de rayos que tienen e mismo &pice, separadores de P y Q, puede ser
determinado en O(n) tiempo. En e caso de que restrinjamos los pices a una recta |, el conjunto de minima
cardinalidad de rayos que tienen e mismo apice sobre |, separadores de P y Q, puede ser determinado en

O(n2 log n) tiempo. Laregién de posibles apices sobre | se puede obtener en la misma cota de tiempo.

En lugar de tener una nube bicolor, podemos considerar diversos colores. Asi, dados C,,C,,...,C,

conjuntos disjuntos en el plano, decimos que el conjunto C; tiene el color ¢;, y denotamos con n; la cardinalidad
deCy n, +n, +..+n, =n. Entonces, un conjunto finito S de curvas en el plano es un separador para los

conjuntos C,,C,,...,C, s cada componente conexa en R% - S contienen solamente objetos de C;. También
decimos que cada componente es monocromatica. Obviamente, cuando k=2, son los casos estudiados
previamente.

Los siguientes resultados incluyen algoritmos eficientes para hallar separadores de minima cardinalidad
por medio de rectas paralelas y por medio de rayos con un apice coman.

Dados los conjuntos diguntos C,,C,,...,C, coloreados, con n puntos en total, en el plano, la minima
cantidad de rectas paralelas separadoras de los puntos en bandas monocromaticas y los intervalos de pendientes
de todas las posibles soluciones, pueden calcularse en O(nzlogn) tiempo. En el caso de permitir k-1 rectas
paralelas tnicamente, conseguir los intervalos de pendientes de todas las posibles soluciones, pueden calcularse
en O(kn)+O(k?logk) tiempo.



En la separabilidad por sectores, queremos que los k conjuntos coloreados diguntos estén repartidos en
las cufias monocrométicas definidas por rayos que emanan desde un apice comun. DadosC,,C,,...,C, conjuntos

diguntos coloreados, con n puntos en total, un conjunto de minima cardinalidad de rayos que tienen épice
comlin, que separen los conjuntos se puede hallar en O(n”) tiempo. En el caso de tener una recta |, entonces el
conjunto de minima cardinalidad de rayos separadores de los conjuntos C,,C,,...,C, con un &pice comun sobre

| se puede calcular en O(n2 log n) tiempo. La regién de posibles apices sobre | se puede obtener con la misma
cota de tiempo.

Los principales resultados sobre separabilidad con bandas y cufias, con diferentes versiones sobre
combinaciones y propiedades de ellas, son algoritmos eficientes para decidir 1a existencia de los separadores 'y
calcular soluciones factibles. Desde la separabilidad lineal a las otras presentadas, hemos visto como la
complgjidad de los algoritmos aumenta por o menos en un factor log n, tanto para la decision como el calculo
correspondiente, sin que se conozca aln una cota que los separe en diferentes categorias de complejidad.
También es una incognita la existencia de alguna categoria de problemas de separabilidad ubicada entre dos
categorias. Algunos de estos resultados pueden ser extendidos en el plano a uso de otros objetos geométricos
gue no sean puntos (segmento, circulos, etc.), y a espacio tridimensional en donde solo existen algunos
algoritmos para resolver algunos de |os problemas vistos. En este marco, también queda abierto €l estudio sobre
nuevos criterios de separabilidad; es decir, no sélo usar planos o semiplanos, sino otros objetos como piramides
dobles (bipiramides), cilindros, cénicas, cénicas dobles, etc.

4. Separ abilidad en dos niveles

En esta seccidn describimos ideas generales para dar una vision mas amplia de posibles lineas de trabagjo e
investigacion, como elementos de continuidad de este trabagjo. Nuestra propuesta consiste en vincular las
blsquedas por rangos con la separabilidad de objetos geométricos por medio de cufias, bandas y variantes. En
este sentido, las regiones se obtienen en base a atributos propios de los puntos y de su ubicacion en € espacio. El
beneficio basicamente estd en generar subregiones del espacio para las cuales tiene sentido considerarlas porque
se distinguen por las propias caracteristicas de sus individuos. En cuanto a las consultas podemos pensar en
rangos cufias y rangos bandas, observando que se corresponden con tipos de consultas de rangos ya presentadas.

Presentamos las siguientes ideas en €l plano, puesto que es mas clara su comprension. Pensemos, en
principio, que los objetos geomeétricos a los que nos referimos son puntos. La nube puede tener puntos de
diversas categorias; es decir, los puntos no estan limitados a dos col ores Unicamente.

Queremos partir € plano en regiones, mediante algun criterio de separabilidad (rectas, bandas, cufias,
sectores, etc.). Con ello obtenemos un esgquema de particién, en donde los objetos de cada clase estan agrupados
por alguna caracteristica (atributo) propia. Con esto estamos en condiciones de comenzar a armar un arbol,
donde el nodo raiz representa la nube de puntos completa, y cada hijo representa una de las regiones obtenidas
por €l criterio de separabilidad aplicado. La nube completa queda representada en laraiz del arbol de particiéon y
cada banda en un hijo de la raiz, dando origen a un &rbol de aridad k en el primer nivel. Luego, por cada hijo
analizamos qué posibilidades de separacién existen y en base a ello, volvemos a aplicar algunas de las variantes
vistas previamente. Repitiendo este tipo de proceso con cada hijo, estamos en condiciones de conformar el
segundo nivel del arbol.

Algunas regiones pueden quedar parcialmente acotadas, mientras que otras pueden quedar totalmente
acotados por las rectas que definen un separador de primer nivel y un separador de segundo nivel.

Separabilidad de dos niveles

Si el gemplo de lafigura anterior correspondiese ala banda i, entonces del i-ésimo hijo del nodo raiz, se
desprenderian seis hijos uno para cada cual de los sectores obtenidos por la segunda separacion.



Estos son casos de separabilidad que podemos utilizar en primera instancia para partir € plano en
regiones acotadas 0 semiacotadas, a fin de obtener una primera descomposicién del mismo. Luego, podemos
pensar en descomponer las regiones obtenidas. En todos los casos, al partir una regién, obtenemos subregiones
que conformaran los hijos de cada uno de los nodos del primer nivel del abol. Este es un caso de dos niveles de
separabilidad, para k conjuntos diguntos, cada uno con k' conjuntos disuntos interiores. En cuanto a las
consultas, las mismas pueden ser consideradas como |os casos vistos. Siempre, habra que analizar los algoritmos
correspondientes y buscar técnicas que permitan resoluciones eficientes.

Laideaprincipa esque s se conoce previamente una clasificacién de los puntos, como por g emplo qué
colores hay o qué formas o qué tamafios, entonces nuevamente podemos resolver la descomposicion como un
problema de separabilidad. Algunos casos seran sencillos de andlizar y crear las particiones, estructuras y
algoritmos correspondientes. Pero, seguramente, una gran cantidad requeriran de mucho andlisis y trabajo futuro.
Dadas las cotas de complejidad presentadas en la seccion anterior, € lector puede considerar poco 6ptimo
trabajar con separabilidad, pero para nosotros el punto motivo de este item es vincular dos teméticas utilizando
resultados conocidos en ambas y buscando su aplicacion en donde prime la blsqueda por clases y se requiera
tener una preclasificacion hecha de los datos.

Las ideas presentadas, pretenden llegar a arboles decision de k niveles. Aunque aqui la problematica esté
clasificada como problemas NP-hard.

5. Conclusionesy vision de futuro

El grupo de trabajo en la UNSL, conjuntamente con docentes de la UPM, han dado inicio en el presente
afio a un proyecto de investigacion conjunto, Proyecto de la UPM de AL2002-1010-2.43 Geometria
Computacional, €l que tiene una duracion prevista de tres afios, y €l objetivo principal es la consolidacién de la
linea de trabajo en Geometria Computacional en la UNSL, aportando nuevos enfoques y técnicas algoritmicas a
las lineas de investigacion ya establecidas en su Departamento de Informatica dentro de LIDIC (Laboratorio de
Investigacion y Desarrollo en Inteligencia Computacional). Esto  constituye una ocasion inmejorable para
impulsar investigadores en periodo de formacion. También se abren nuevas perspectivas a quienes ya tienen
experiencia y desean reorientar o complementar sus investigaciones. Asi €l segundo objetivo es |a realizacion de
tesis doctorales y de maestria en el campo de estudio. Como actividades relacionadas, se vienen realizando,
anualmente, pasantias de docentes, dictado de cursos de postgrado, seminarios, tesis de maestria, trabajos de fin
de carrera, etc., con d fin de afianzar y fomentar la disciplina. Como resultados, se espera la obtencion de
resultados cientificos en el campo de las aplicaciones de Geometria Computacional. En particular, nosotros
hemos presentado el problema de Busqueda en rangos dentro de Bases de datos. Este tOpico corresponde a uno
de los que actualmente se estudian, ya que, paralelamente, estan Sumas de Minkowski y Compass Routing.

En lo referido a Blsquedas por rangos y Separabiliadad geométrica, hemos visto las cotas de
complegjidad, por lo que € lector puede considerar poco éptimo trabajar con separabilidad, pero para nosotros
punto motivo de esta vinculacién es utilizar resultados conocidos en ambas y buscar su aplicacién en donde
prime la busgueda por clases, con clasificaciones previas de los datos.

Finalmente, algunos de | os resultados expuestos pueden ser extendidos en el plano a uso de otros objetos
geométricos que no sean puntos (segmento, circulos, etc.), y a espacio tridimensional en donde slo existen
algunos algoritmos para resolver algunos de los problemas vistos. En este marco, también queda abierto €l
estudio sobre nuevos criterios de separabilidad; es decir, no solo usar planos 0 semiplanos, sino otros objetos
como piramides dobles (bipirdmides), cilindros, conicas, conicas dobles, etc.
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